关于实二次型化零向量的一些思考
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莆田学院教改项目(JG200712、JG200820)
二次型是高等代数教学中一个很重要的内容。在各种教材中已详细的介绍了二次型的各种性质及结论，如任意实数域上的二次型均可通过适当的非退化线性替换将其化成规范形，且规范形唯一。现在我们利用这一结论来讨论实二次型化零向量的问题。
1 问题的提出
在各个高校使用的高等代数教材中，一般会出现这样一个问题：
问题1[1,2,4] 设
[image: image1.wmf]'

1

(,)

n

XAX

fxx

=

L

是一实二次型
[image: image2.wmf]1

'

,,

n

nn

x

XARAA

x

´

æö

ç÷

=Î=

ç÷

ç÷

èø

M

.若有实
[image: image3.wmf]n

维向量
[image: image4.wmf]12

,

XX

,使得
[image: image5.wmf]'

11

0,

XAX

<


[image: image6.wmf]'

22

0

XAX

>

,则一定存在实
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问题2[2,4] 设
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级实对称矩阵, 
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，则存在两个与
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问题3[1,4] 设二次型
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为二次型的符号差.

更一般的情形，设二次型
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中,存在维数为
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问题4[3] 设
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，一定存在实
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说明（1）这是本科高等代数课程中的基本训练题，基本涵盖二次型的一些方法，也可以用来测试学生二次型部分的知识掌握情况。
（2）问题1说明了化零向量的存在，问题2说明了至少存在两个化零向量,且线性无关，问题3说明了存在一个维数为
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的化零子空间,这三个问题一个比一个深入。问题4说明了二次型具有介值性。
（3）问题1，2中的A是不定矩阵，而问题3,4对一般的不可逆矩阵也成立。并且结论具有很好的代数结构。
（4）上述问题也可从分析的角度考虑，即多元连续实函数。
意义 二次型作为高等代数的有机组成部分，要求我们教学时要挖掘内容之间的联系，逐渐深入研究，课堂内外有机结合，有意识有目的地训练学生探究问题的能力，既帮助学生掌握基础知识又能拓展他们的视野。
2 问题的解决

定义1  设
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定义2  设可逆矩阵
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化成规范形
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中的非零元素为1或-1, 非零元的个数不超过2，且有
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关于二次型方程的解我们有如下定义：

定义3  对给定实数
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的解向量.
问题1，2都可利用二次型的基本化零向量来解决。问题3通过选取基本化零向量作为基同样可得。

在该问题证明的教学过程中又衍生出下列问题：
问题5 二次型的化零子空间是否唯一？

问题6 二次型全体化零向量所构成的集合是否构成线性空间?

问题7 二次型的化零向量的构造是否是唯一的？

结论1 题设与问题3相同, 
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结论2 二次型
[image: image71.wmf]'

1

(,,)

n

XAX

fxx

=

L

的秩为
[image: image72.wmf],()

rrn

£

,则在
[image: image73.wmf]n

R

中,存在维数为
[image: image74.wmf]max(,)

npq

-

的化零子空间
[image: image75.wmf]1

V

. 

     结论1，2的中的化零子空间可以通过选取基本化零向量作为基决定，同样发现存在任一维数小于
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结论3设实二次型
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结论4设实二次型
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的全部基本化零向量未必能构成线性空间.若A是不定的，则全部化零向量不能构成线性空间；若A是半正定或半负定时，全体化零向量构成
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这样的二维勾股数，也有三维、四维勾股数（见[5]）,因此化零向量有另一种取法（分量之间的关系满足勾股定理）。所以化零向量的构造不是唯一的,具有多样性，需要我们不断地探索.
这部分的内容在各个教材中基本都当做习题来解决，若是教师能在课堂上提出这个问题，学生在课后可以自己去补充完成证明，让他们对二次型有更深刻的理解，亦可拓展他们的思维空间.
3 问题的延伸
在对二次型化零向量的集合的代数结构的讨论的基础上，又查阅了刘先平所写的《关于二次型的介值性》[3],其中主要证明了介值定理的存在性。
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定理1 设
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的全部解向量不构成线性空间.

例1 设
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例2 设
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例3设
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4 一些结论
结论5 若A是正定矩阵，B是负定矩阵，则存在实数k，
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结论6 若A是正定矩阵，B是负定矩阵，则对于任意
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